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Peti aksiom evklidske geometrije pravi, da skozi dano to£ko T , ki ne leºi na premici
p, poteka natanko ena vzporednica k p skozi to£ko T . e ta aksiom izpustimo, lahko
za modele dobimo razli£ne neevklidske geometrije. Mi bomo obravnavali hiperbo-
li£no geometrijo, kjer k vsaki premici lahko nari²emo neskon£no vzporednic skozi
dano to£ko. Najprej bomo hiperboli£no ravnino denirali, nato si bomo ogledali izo-
metrije v hiperboli£ni ravnini in dokazali, da vse izometrije, ki ohranjajo orientacijo,
lahko zapi²emo v obliki Möbiusove transformacije. Pokazali bomo, da lete tvorijo




The fth axiom of Euclidean geometry says that for any given point T , that does not
lie on a line p, there exists exactly one line through T that does not intersect p. If we
disregard this axiom, we get dierent non-Euclidean geometries. We will investigate
the hyperbolic geometry, where for each line an innite number of parallel lines can
be drawn through a given point. First, we will dene the hyperbolic plane, then
we will explore isometries of hyperbolic plane and prove that every isometry that
preserves orientation can be written in the form of a Möbius transformation. We
will show that isometries that preserve orientation form a group of isometries in the
hyperbolic plane. In the end, we will prove some of the fundamental theorems of
hyperbolic trigonometry.
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1. Uvod
Peti aksiom evklidske geometrije, ki mu pravimo tudi aksiom o vzporednosti,
pravi, da skozi dano to£ko, ki ne leºi na premici p, poteka natanko ena vzporednica
k p. Dolga leta so ga matematiki ºeleli dokazati s pomo£jo ostalih ²tirih aksiomov.
ele v 19. stoletju sta N. I. Loba£evski in J. Bolyai neodvisno drug od drugega
ugotovila, da £e ta aksiom izpustimo, oziroma ga spremenimo, lahko dobimo dru-
ga£no geometrijo, ki se z evklidsko ne sklada. To geometrijo so kasneje poimenovali
hiperboli£na geometrija, uporablja pa se tudi ime geometrija Bolyai-Loba£evskega
po njenih utemeljiteljih. V hiperboli£ni ravnini tako velja, da skozi dano to£ko,
ki ne leºi na premici p, poteka ve£ kot ena vzporednica k p. Pravzaprav je takih
vzporednic neskon£no. Obstaja ve£ modelov hiperboli£ne ravnine. Najbolj znani so
hiperboloid v R3 z Lorentzevo metriko, Poincaréjev kroºni model, kjer si hiperbo-
li£no ravnino predstavljamo kot notranjost enotskega kroga, ter zgornja polravnina
z metriko konstantne negativne ukrivljenosti, kar bo na² model.
V delu diplomskega seminarja se bomo v drugem poglavju posvetili deniciji hiper-
boli£ne ravnine in pokazali bomo, kako izra£unamo razdaljo med dvema to£kama, ki
leºita ena nad drugo. V tretjem poglavju se bomo posvetili izometrijam hiperboli£ne
ravnine. Dokazali bomo, da lahko vsako izometrijo, ki ohranja orientacijo, zapi²emo
v obliki Möbiusove transformacije. Pokazali bomo, kako izra£unamo razdaljo med
poljubnima to£kama v hiperboli£ni ravnini ter povedali, kako izgledajo hiperboli£ne
premice. Na koncu poglavja bomo obravnavali grupe izometrij. V petem, zadnjem
poglavju, pa bomo obravnavali hiperboli£no trigonometrijo. Dokazali bomo Pitago-
rov, sinusni in kosinusni izrek, na koncu pa ²e zelo zanimiv Gauss-Bonnetov izrek,
ki pravi, da je plo²£ina trikotnika to£no dolo£ena s koti.
2. Hiperboli£na dolºina in razdalja
Na za£etku bomo denirali hiperboli£no dolºino in razdaljo ter pokazali, da je
hiperboli£na razdalja metrika. Nato bomo denirali hiperboli£no ravnino, na koncu
pa bomo dokazali formulo za izra£un razdalje med to£kama, ki leºita ena nad drugo.
Spomnimo se, da zvezni preslikavi γ : [0, 1] −→ C pravimo pot v kompleksni
ravnini od to£ke γ(0) do to£ke γ(1). Tak²na pot γ je odsekoma gladka, £e sta njen
realni del Re(γ) : [0, 1] −→ R in imaginarni del Im(γ) : [0, 1] −→ R obe odsekoma
gladki funkciji.
Zgornjo polravnino kompleksne ravnine bomo v nadaljevanju ozna£evali s
H2 = {z ∈ C; Im(z) > 0}.
Odsekoma gladka pot v H2 je odsekoma gladka pot γ v kompleksni ravnini, za
katero velja, da je γ(t) ∈ H2 za vsak t ∈ [0, 1].








Komentar 2.2. Opazimo lahko, da je formula neodvisna od parametrizacije v na-
slednjem smislu. e je t gladka funkcija nekega novega parametra u, potem lahko
izra£unamo njen odvod. Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo, da je odvod
pozitiven, t′(u) = dt
du
> 0. Parameter u lahko izberemo iz poljubnega intervala, ne
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Tako smo pokazali, da je hiperboli£na dolºina neodvisna od parametrizacije. Pred-
postavka, da je funkcija t monotona, je pomembna, saj bi v nasprotnem primeru
lahko ²li po poti malo naprej in nazaj, vendar bi tako dobili dalj²o pot in druga£no
parametrizacijo.
Lema 2.3. Naj bo γ(t) odsekoma gladka pot v H2 in naj bo M maksimum funkcije







(2) lhyp(γ) ≥ |Re(γ(1))−Re(γ(0))|M .
Komentar 2.4. Maksimum funkcije Im(γ(t)) obstaja, saj je to zvezna funkcija na
kompaktnem (omejenem in zaprtem) intervalu.
Dokaz leme 2.3. Ozna£imo Im(γ(t)) z y(t), Re(γ(t)) pa z x(t).

























Pri (∗) velja stroga neenakost, £e ẋ(t) ̸= 0 vsaj v eni to£ki.





















Pri (∗∗) velja stroga neenakost, £e ẏ(t) ̸= 0 vsaj v eni to£ki. □
Denicija 2.5. Hiperboli£na razdalja dhyp med to£kama z, w ∈ H2 je inmum mno-
ºice hiperboli£nih dolºin vseh zveznih odsekoma gladkih poti γ v H2, ki grejo od
to£ke z do to£ke w.
Trditev 2.6. Hiperboli£na razdalja dhyp je metrika.
Dokaz. Najprej dokaºimo, da za vse odsekoma gladke poti γ v H2, ki gredo od z
do w, velja neenakost dhyp(z, w) ≥ 0. Uporabljali bomo oznaki y(t) = Im(γ(t)) in
x(t) = Re(γ(t)). Ker veljata neenakosti |γ′(t)| ≥ 0 in y(t) > 0, lahko sklepamo, da
je tudi
lhyp(γ) ≥ 0.
Ker je dhyp inmum vseh lhyp, velja neenakost
dhyp ≥ 0.
Nato dokaºimo, da velja enakost dhyp(z, w) = 0 natanko tedaj, ko velja z = w.
Najprej predpostavimo, da je
dhyp(z, w) = 0.
To pomeni, da za vsak ε > 0 obstaja pot γε od z do w, tako da je lhyp(γε) < ε.
Vidimo, da je
ε > lhyp(γε) ≥ lhyp(γε|[0,t]),
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kjer je γε|[0,t] zoºitev poti na podinterval [0, t], torej ni ve£ parametrizirana s celim





, dobimo neenakost ln yε(t)
y(0)
< ε,
od koder sledi yε(t) < y(0)eε. To velja za poljubno vrednost yε(t), torej velja tudi
za maksimum Mε = max{yε(t); t ∈ [0, 1]}.
Mε < y(0)e
ε
Brez ²kode za splo²nost lahko vzamemo ε < 1. Tako dobimo oceno
Mε < y(0)e.
Pokazali smo, da £e imamo take γε, ki imajo vedno manj²e razdalje, potem lahko
maksimume y-komponente Mε navzgor ocenimo s konstanto y(0)e. Iz prve ocene v
lemi 2.3 opazimo, da za vsak ε velja neenakost







kar pomeni, da je ln y(1)
y(0)
= 0. Iz tega sledi, da je y(0) = y(1). Sedaj uporabimo ²e
drugo oceno iz leme 2.3.






Ta neenakost velja za vsak ε, zato lahko sklepamo, da je |x(1)−x(0)|
y(0)e
= 0, iz £esar sledi
enakost x(0) = x(1). Tako smo pokazali, da sta to£ki z in w enaki, £e je hiperboli£na
razdalja med njima enaka 0.
Sedaj predpostavimo, da je z = w. To pomeni, da je γ pot od z do z, torej je
γ(0) = z, γ(1) = z.
Vzemimo konstantno pot γ. Njen odvod je torej enak 0;
γ̇(t) = 0,
kar pa pomeni, da je dolºina lhyp(γ) = 0 in zato tudi razdalja dhyp(z, w) = 0.
O£itno je, da je dhyp(z, w) = dhyp(w, z), saj je vsaka pot od z do w tudi pot od w
do z, le da poteka v nasprotni smeri.
Trikotni²ko neenakost dhyp(z, v) ≤ dhyp(z, w) + dhyp(w, v) bomo dokazali s proti-
slovjem. Recimo, da je dhyp(z, v) > dhyp(z, w)+ dhyp(w, v). Potem obstaja tak ϵ > 0,
da je
dhyp(z, v) = dhyp(z, w) + dhyp(w, v) + ϵ.




obstaja taka pot γ1 od z do w in taka pot γ2 od w do v, da veljata neenakosti








Konstruiramo lahko pot γ̃ od z do v tako, da zdruºimo poti γ1 in γ2. Torej bo
lhyp(γ̃) = lhyp(γ1) + lhyp(γ2) < dhyp(z, w) + dhyp(w, v) + ϵ = dhyp(z, v). Torej smo
pokazali, da je lhyp(γ̃) < dhyp(z, v), kar je protislovje, saj je dhyp(z, v) inmum vseh
dolºin poti od z do v, torej ne more biti ve£ji od lhyp(γ̃). Iz tega sledi, da trikotni²ka
neenakost velja. □
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Denicija 2.7. Hiperboli£na ravnina je metri£ni prostor, sestavljen iz odprte polrav-
nine
H2 = {x+ iy ∈ C; y > 0} = {z ∈ C; Im(z) > 0},
ki je opremljena z metriko dhyp.
2.1. Najkraj²a pot. Pokazali bomo, da je najkraj²a krivulja med to£kama, ki leºita
ena nad drugo, evklidska daljica in povedali, kako merimo razdaljo med njima.
Komentar 2.8. Pravimo, da to£ki z, w ∈ H2 leºita ena nad drugo, £e imata isto
prvo komponento.
Trditev 2.9. e to£ki z, w ∈ H2 leºita ena nad drugo, potem je najkraj²a krivulja








pri £emer je y1 = Im(z) in y0 = Im(w).
Dokaz. To£ki z in w leºita ena nad drugo, kar pomeni, da imata enako realno kompo-






Brez ²kode za splo²nost naj bo y0 ≤ y1. Pot γ, ki gre od z do w, parametriziramo
t ↦→ x(t) + iy(t), t ∈ [0, 1]
t ↦→ x+ i(y0 + t(y1 − y0))).












0 + (y1 − y0)2








y0 + t(y1 − y0)
= (y1 − y0)
(︂ 1
(y1 − y0)











Naj bo sedaj µ neka pot od z do w v H2, µ : t ↦→ x(t) + iy(t), 0 ≤ t ≤ 1. Tedaj po








Pokazali smo, da je pot µ vsaj toliko dolga kot pot γ. □
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3. Izometrije hiperboli£ne ravnine
Znano je, da je vsaka izometrija evklidske ravnine natanko kompozitum tran-
slacije, rotacije in zrcaljenja. Vpra²amo se lahko, kaj so izometrije v hiperboli£ni
ravnini.
Denicija 3.1. Izometrija hiperboli£ne ravnine je taka preslikava ı : H2 → H2, za
katero velja dhyp(ı(z), ı(w)) = dhyp(z, w) za vse to£ke z, w ∈ H2.
Trditev 3.2. Naslednje preslikave so izometrije hiperboli£ne ravnine:
• translacije: τx0(x, y) = (x+ x0, y), x0 ∈ R
• raztegi: ρλ(x, y) = (λx, λy), λ > 0
• zrcaljenje: ζ(x, y) = (−x, y)







Dokaz. Vzemimo poljubno odsekoma gladko pot γ : [0, 1] ↦→ H2, γ(t) = (x(t), y(t)),
za katero je γ(0) = (x(0), y(0)) in γ(1) = (x(1), y(1)). Pokazati ºelimo, da zgornje
preslikave ohranjajo dolºino poti. Na za£etku smo povedali, da hiperboli£no dolºino








Najprej dokaºimo, da trditev velja za translacije τx0(γ(t)) = τx0(x(t), y(t)) = (x(t)+









Hitro opazimo, da je hiperboli£na dolºina translirane poti enaka hiperboli£ni dolºini
poti.
Nato ponovimo postopek za raztege ρλ(γ(t)) = ρλ(x(t), y(t)) = (λx(t), λy(t)); λ >






























Spet opazimo, da se dolºini poti in raztegnjene poti ujemata.
Pokaºimo sedaj, da trditev velja za zrcaljenje ζ(γ(t)) = (−x(t), y(t)). Izra£unamo

















Tako opazimo, da je zrcaljenje res izometrija.
Nazadnje dokaºimo trditev ²e za inverzijo












ẋ(x2 + y2)− x(2xẋ+ 2yẏ)
(x2 + y2)2
,
ẏ(x2 + y2)− y(2xẋ+ 2yẏ)
(x2 + y2)2
)︃
in ga vstavimo v formulo za hiperboli£no dolºino. Za enostavnej²i zapis vpeljimo











Naredimo pomoºni ra£un za izraz pod korenom
(ẋA− xȦ)2 + (ẏA− yȦ)2 = ẋ2A2 − 2xẋAȦ+ x2Ȧ2 + ẏ2A2 − 2yẏAȦ+ y2Ȧ2
= (ẋ2 + ẏ2)A2 − (2xẋ+ 2yẏ)AȦ+ (x2 + y2)Ȧ2
= (ẋ2 + ẏ2)A2 − AȦ2 + AȦ2
= (ẋ2 + ẏ2)A2

















Pokazali smo, da vse zgornje preslikave ohranjajo dolºino poti, iz £esar lahko skle-
pamo, da ohranjajo razdaljo. Torej trditev res velja za vse ²tiri tipe preslikav. □
Ve£ o izometrijah v hiperboli£ni ravnini lahko najdemo v [6, poglavje 12].
3.1. Möbiusove transformacije hiperboli£ne ravnine. V tem poglavju bomo
denirali Möbiusove transformacije hiperboli£ne ravnine in pokazali, da so izometrije
hiperboli£ne ravnine. Pokazali bomo, kako izra£unamo razdaljo med poljubnima
to£kama v hiperboli£ni ravnini ter povedali, kako izgledajo hiperboli£ne premice in
kroºnice. Pokazali bomo tudi, da so izometrije v hiperboli£ni ravnini lahko le dveh
oblik.
Denicija 3.3. Preslikavi f : C ∪ {∞} → C ∪ {∞} oblike f(z) = az+b
cz+d
, kjer so
a, b, c, d ∈ C in je ad − bc ̸= 0, re£emo Möbiusova transformacija. Za c ̸= 0 se pol
preslikave f slika v neskon£no, f(−d
c
) = ∞, za c = 0 pa deniramo f(∞) = ∞.
Neskon£no se preslika v limito funkcije f , ko gre z v neskon£no, f(∞) = a
c
, c ̸= 0.
Komentar 3.4. Nekaj lastnosti Möbiusovih transformacij:
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• evklidske kroºnice in premice slikajo v evklidske kroºnice in premice,
• zaprte so za kompozicije in inverze, pri £emer je inverz oblike z ↦→ dz−b−cz+a in
je spet Möbiusova transformacija,
• ohranjajo kote.
Dokaz lastnosti lahko najdemo v [3, poglavje 6.5] ter v [5, poglavje 5].
V hiperboli£ni ravnini ºelimo imeti tako Möbiusovo transformacijo, ki bo ohra-
njala zgornjo polravnino, zato deniramo Möbiusovo transformacijo hiperboli£ne
ravnine na naslednji na£in:
Denicija 3.5. Möbiusova transformacija hiperboli£ne ravnine je preslikava oblike
z ↦→ az+b
cz+d
, kjer so a, b, c, d ∈ R in je ad− bc > 0.
Komentar 3.6. Möbiusovo transformacijo hiperboli£ne ravnine lahko deniramo
tudi tako, da je produkt koecientov enak 1, torej ad − bc = 1. Pri tem moramo
koeciente preslikave ustrezno normirati  deliti z
√
ad− bc.
Komentar 3.7. Nekaj lastnosti Möbiusovih transformacij hiperboli£ne ravnine:
• zgornjo polravnino H2 slikajo spet v H2,
• zaprte so za kompozicije in inverze, pri £emer je inverz oblike z ↦→ dz−b−cz+a in
je spet Möbiusova transformacija hiperboli£ne ravnine,
• ohranjajo orientacijo.
Dokaz lastnosti lahko najdemo v [3, poglavje 6.5] in [4].
Primer 3.8.
(1) Translacijo τx0(x, y) = (x + x0, y) lahko zapi²emo v obliki Möbiusove trans-
formacije hiperboli£ne ravnine na naslednji na£in:
z ↦→ 1 · z + x0
0 · z + 1
= z + x0.
(2) Razteg ρλ(x, y) = (λx, λy) lahko zapi²emo kot
z ↦→ λ · z + 0
0 · z + 1
= λz
(3) Izra£unajmo kompozitum inverzije in zrcaljenja.








To lahko napi²emo v obliki Möbiusove transformacije hiperboli£ne ravnine:
z ↦→ 0 · z − 1










Izrek 3.9. Möbiusove transformacije hiperboli£ne ravnine so izometrije.
Dokaz. Idejo dokaza bomo vzeli iz [9]. e pokaºemo, da lahko Möbiusovo transforma-
cijo hiperboli£ne ravnine zapi²emo kot kompozitum translacij, raztegov, inverzij in
zrcaljenj, bomo s tem dokazali, da je Möbiusova transformacija hiperboli£ne ravnine
izometrija, saj je kompozitum izometrij izometrija. Vzemimo poljubne a, b, c, d ∈ R,
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c ̸= 0, z ad− bc > 0 in ozna£imo
translacijo: τ d
c
(z) = z +
d
c













◦ ρ ◦ δ ◦ τ d
c



















































3.1.1. Eksplicitna formula za hiperboli£no razdaljo.
Izrek 3.10. Naj bosta z, w to£ki v hiperboli£ni ravnini. Potem velja formula




Najkraj²a krivulja med to£kama z in w je kroºni lok s sredi²£em na x-osi med tema
dvema to£kama.
Dokaz. Vzemimo poljubni to£ki z, w ∈ H2 in konstruirajmo polkroºnico s sredi²£em
na x-osi, ki gre skozi dani to£ki, tako da med to£kama nari²emo evklidsko daljico
ter simetralo daljice. Kjer simetrala seka x-os, smo dobili sredi²£e polkroºnice, ki ga
ozna£imo z x0. Levo in desno kraji²£e polkroºnice ozna£imo z x− in x+. Vzemimo





Opazujmo sliko 1. Vidimo, da veljajo naslednje zveze
x+ − x− = 2R
x0 − x− = R
x+ − x0 = R
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Slika 1. Najkraj²a krivulja med to£kama.
Torej je
x− = x0 −R
x+ = x0 +R
in
x+ + x− = 2x0
x+ · x− = x20 −R2




1. Iz evklidskega trikotnika z ogli²£i (x1, 0), (x0, 0) in (x1, y1) pa vidimo,
da velja (x0−x1)2+ y21 = R2. Sedaj lahko z uporabo zgornjih ugotovitev preverimo,
kam to£no Möbiusova transformacija hiperboli£ne ravnine f slika to£ko z = x1+iy1.
f(x1 + iy1) =
x1 + iy1 − x+
x1 + iy1 − x−
=
(x1 − x+ + iy1)
(x1 − x− + iy1)
(x1 − x− − iy1)
(x1 − x− − iy1)
=
x21 − x1x− − ix1y1 − x1x+ + x+x− + ix+y1 + ix1y1 − ix−y1 + y21























Analogno lahko ugotovimo, da je f(w) = f(x2+iy2) = i2Ry2d22 . To£ki f(z) in f(w) torej
leºita ena nad drugo. Po trditvi 2.9 vemo, da je najkraj²a krivulja med njima daljica
in vemo, kak²na je njena dolºina. Preslikavo f lahko komponiramo z njenim inverzom
f−1 in na ta na£in dobimo spet to£ki z in w, ki leºita na kroºnici s sredi²£em na
x-osi. Ker vemo, da preslikavi f in f−1 ohranjata razdaljo, je pot med f−1(f(z)) = z
in f−1(f(w)) = w najkraj²a moºna. Ker vemo, da Möbiusove transformacije slikajo
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premice v premice, smo tako pokazali, da je najkraj²a krivulja med to£kama, ki ne
leºita ena nad drugo, kroºni lok s sredi²£em na x-osi med tema dvema to£kama.
Sedaj pa ²e izra£unajmo dolºino poti med z in w.













































= |z − w|2 = d2.
Oglejmo si sedaj sliko 2. Po evklidskem kosinusnem izreku lahko sklepamo, da je
d2 = d21 + d
2
2 − 2d1d2 cosφ.
Slika 2.
Vemo, da je φ = φ1 − φ2, torej je cosφ = cosφ1 cosφ2 + sinφ1 sinφ2. Iz zgornjih
slik ugotovimo, da veljata naslednji zvezi
y1 = d1 sinφ1
y2 = d2 sinφ2.
Iz prej²njih ²tirih ena£b sledi
d2 = d21 + d
2
2 − 2d1d2 cosφ1 cosφ2 − 2d1d2 sinφ1 sinφ2
= d21 + d
2
2 − 2d1d2 cosφ1 cosφ2 − 2y1y2.
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Zgornja ena£ba je ekvivalentna vsaki od naslednjih ena£b
y21d
4




= d21 + d
2










= d21 + d
2
2 − 2d1d2 cosφ1 cosφ2 − 2y1y2
d22 sin
2 φ1 + d
2
1 sin




2 − 2d1d2 cosφ1 cosφ2
d22(1− cos2 φ1) + d21(1− cos2 φ2) = d21 + d22 − 2d1d2 cosφ1 cosφ2
d22 − d22 cos2 φ1 + d21 − d21 cos2 φ2 = d21 + d22 − 2d1d2 cosφ1 cosφ2
0 = d22 cos
2 φ1 − 2d1d2 cosφ1 cosφ2 + d21 cos2 φ2
0 = (d2 cosφ1 − d1 cosφ2)2.







Iz slike 3 hitro vidimo, da je cosφ1 = d12R in cosφ2 =
d2
2R
, torej formula izreka res
velja. □
Slika 3.
Denicija 3.11. Hiperboli£na premica skozi dve to£ki v hiperboli£ni ravnini je lahko
navpi£ni poltrak ali polkroºnica s sredi²£em na x-osi. Odseku, ki leºi med tema
to£kama, re£emo hiperboli£na daljica.
Komentar 3.12. Opazimo, da je hiperboli£na premica vedno gladka krivulja.
Slika 4. Primeri hiperboli£nih premic.
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Primer 3.13. Oglejmo si, kako izgledajo kroºnice v hiperboli£ni ravnini. Hiperbo-
li£na kroºnica je mnoºica to£k v hiperboli£ni ravnini, ki leºijo na isti razdalji od
izbrane to£ke. S pomo£jo izreka 3.10 lahko izra£unamo ena£bo hiperboli£ne kroºnice
s polmerom r in sredi²£em v S(x0, y0).
dhyp(z, S) = r
1 +
(x− x0)2 + (y − y0)2
2yy0
= cosh r
2yy0 + (x− x0)2 + y2 − 2yy0 + y20 = 2yy0 cosh r
(x− x0)2 + y2 − 2yy0 cosh r + y20 = 0
(x− x0)2 + (y − y0 cosh r)2 + y20 − y20 cosh2 r = 0
(x− x0)2 + (y − y0 cosh r)2 = y20(cosh2 r − 1)
(x− x0)2 + (y − y0 cosh r)2 = (y0 sinh r)2
Pokazali smo, da je hiperboli£na kroºnica s sredi²£em v S in polmerom r kar obi£ajna
evklidska kroºnica s sredi²£em v S1(x0, y0 cosh r) in polmerom r1 = y0 sinh r. (Glej
sliko 5.)
Slika 5. Slika prikazuje kroºnici s sredi²£em v S in polmerom r, le
da je s £rtkano £rto ozna£ena hiperboli£na kroºnica, s polno £rto pa
obi£ajna evklidska kroºnica.
Trditev 3.14. Naj bo H premica v hiperboli£ni ravnini. Potem obstaja taka Möbi-
usova transformacija hiperboli£ne ravnine, ki preslika H na zgornjo polovico imagi-
narne osi.
Dokaz. e je H navpi£na hiperboli£na premica Re(z) = a, potem je translacija
oblike z ↦→ z − a Möbiusova transformacija hiperboli£ne ravnine, ki preslika H
na imaginarno os Re(z) = 0. V primeru, ko je H polkroºnica s sredi²£em na x-
osi, pa najprej uporabimo tako translacijo τ0 in razteg ρ0, ki bosta H preslikala
v polkroºnico s sredi²£em v izhodi²£u in radijem 1. Glej sliko 6. Sedaj si oglejmo
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Slika 6. Polkroºnica s sredi²£em v izhodi²£u in radijem 1.











cosφ+ i sinφ− 1
cosφ+ i sinφ+ 1
=
(cosφ+ i sinφ− 1)
(cosφ+ i sinφ+ 1)
(cosφ− i sinφ+ 1)
(cosφ− i sinφ+ 1)
=
2i sinφ




Hitro vidimo, da f0(eiφ) leºi na zgornji polovici imaginarne osi. Kompozitum presli-
kav f = f0 ◦ ρ0 ◦ τ0 torej preslika H na pozitivno imaginarno os. □
Trditev 3.15. Naj bo H hiperboli£na premica in z0 ∈ H to£ka. Potem obstaja
Möbiusova transformacija hiperboli£ne ravnine, ki preslika H na zgornjo polovico
imaginarne osi in to£ko z0 v i.
Dokaz. S pomo£jo dokaza trditve 3.14 ugotovimo, da Möbiusova transformacija hi-
perboli£ne ravnine f preslika H na pozitivno imaginarno os, to£ko z0 pa v λi, za




z, ki preslika to£ko λi v i. Torej
kompozitum ρ 1
λ
◦ f slika z0 v i in H na zgornjo polovico imaginarne osi. □
Trditev 3.16. Naj bosta H1 in H2 hiperboli£ni premici ter z1 ∈ H1 in z2 ∈ H2
to£ki. Potem obstaja taka Möbiusova transformacija hiperboli£ne ravnine f , da velja
f(H1) = H2 in f(z1) = z2.
Dokaz. Po trditvi 3.15 vemo, da obstaja tak f1, ki preslika H1 na pozitivno ima-
ginarno os in to£ko z1 v i. Prav tako vemo, da obstaja tak f2, ki preslika H2 na
pozitivno imaginarno os in to£ko z2 v i. Ker vemo, da ima Möbiusova transforma-
cija inverz, lahko sklepamo, da obstaja f−12 , ki slika i v z2. Iz tega sledi, da bo
kompozitum f = f−12 ◦ f1 slikal to£ko z1 v z2 in premico H1 v H2.
f(z1) = f
−1
2 (f1(z1)) = f
−1
2 (i) = z2 □
Lema 3.17. Naj bo I pozitivna imaginarna os in f izometrija hiperboli£ne ravnine,
ki pozitivno imaginarno os I in to£ko i preslika nazaj v I in i. Potem je f |I identiteta
ali inverzija na I.
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Dokaz. Ker je f izometrija, velja
dhyp(f(i), f(iy)) = dhyp(i, iy)


















(1) e je f(iy)
i





Opazimo, da ta preslikava ksira vsako to£ko I, torej smo dobili identiteto.
(2) V primeru, ko je f(iy)
i










Ta preslikava je inverzija.
(3) V primeru, ko je f(iy)
i








Ta preslikava je inverzija.
(4) V primeru, ko je f(iy)
i







Ta preslikava je identiteta. □








, kjer so a, b, c, d ∈ R in je ad− bc > 0.
Preslikave iz prve to£ke so natanko Möbiusove transformacije hiperboli£ne ravnine,
zato ohranjajo orientacijo, medtem ko so izometrije, ki so oblike iz to£ke (2), kom-
pozicija Möbiusove transformacije in zrcaljenja in zato obrnejo orientacijo.
Dokaz. Naj bo f poljubna izometrija hiperboli£ne ravnine. Ozna£imo z I zgornjo
polovico imaginarne osi. Izometrija f slika pozitivno imaginarno os I v hiperboli£no
premico. Vemo torej, da obstaja Möbiusova transformacija hiperboli£ne ravnine f̃ ,
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ki preslika f(I) nazaj na imaginarno os. Torej je f̃(f(I)) = I. Pokazati ºelimo, da
je kompozicija f̃ ◦ f identiteta ali zrcaljenje. e ho£emo to dose£i, moramo zgoraj
omenjeno Möbiusovo transformacijo primerno izbrati. Vzeli bomo tako Möbiusovo
transformacijo hiperboli£ne ravnine, ki bo to£ko f(i) preslikala nazaj v i. Taka pre-
slikava obstaja po trditvi 3.15. Tako velja f̃(f(i)) = i. Opazimo, da ta kompozicija
slika imaginarno os I in to£ko i nazaj v I in i. elimo, da bi bil ta kompozitum
identiteta na I. Po trditvi 3.17 vemo, da imamo dve moºnosti, in sicer identiteto ali
inverzijo. V drugem primeru na² kompozitum komponiramo z inverzijo in dobimo
ºeleno identiteto. Ta kompozitum preslikav, ki je identiteta, ozna£imo z g.
Za vsako to£ko z, ki ne leºi na I, lahko nari²emo dve hiperboli£ni kroºnici, ki
imata sredi²£e na I in potekata skozi to£ko z. Ker sta ti kroºnici simetri£ni glede na
imaginarno os, se sekata v dveh to£kah, to£ki z in z′ = −z̄ (glej sliko 7).
Slika 7.
Kroºnici se preslikata sami vase, ko uporabimo g, saj je g identiteta na imaginarni
osi (torej slika vse to£ke na imaginarni osi same vase). To pomeni, da se prese£i²£i
kroºnice z imaginarno osjo ter sredi²£e kroºnice preslikajo sami vase. Ker vemo, da
Möbiusova transformacija ohranja kote, iz tega lahko sklepamo, da sta preslikani
kroºnici ²e vedno pravokotni na imaginarno os, torej g slika kroºnici sami vase.
Sklepamo, da je g(z) = z ali g(z) = z′. Izometrije so zvezne, zato velja samo ena
izmed teh ena£b za vse z ∈ H2. e je g(z) = z, potem je f izometrija oblike
f(z) = az+b
cz+d
. V drugem primeru, ko je g(z) = −z̄, pa imamo f(z) = a(−z̄)+b
c(−z̄)+d .
Preslikava z ↦→ −z̄ je zrcaljenje, torej obrne orientacijo. □
Ve£ lahko najdemo v [2, poglavje 2.4].
3.2. Grupe izometrij v hiperboli£ni ravnini. V tem poglavju bomo konstruirali
homomorzem iz specialne linearne grupe v grupo izometrij hiperboli£ne ravnine,
ki ohranjajo orientacijo. Poleg tega bomo dokazali, da lahko vsak element specialne
linearne grupe zapi²emo kot produkt rotacije, translacije in raztega.
Mnoºico vseh izometrij hiperboli£ne ravnine, ki ohranjajo orientacijo, bomo ozna-
£ili z Isom+(H). Po izreku 3.18 je
Isom+(H) =
{︃
f : z ↦→ az + b
cz + d
; a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0
}︃
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; a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1
}︃
.




. S tem smo denirali preslikavo h : SL(2,R) → Isom+(H).
Trditev 3.19. Preslikava h : SL(2,R) → Isom+(H) je surjektiven homomorzem
grup z jedrom {I,−I}.
Dokaz. e ºelimo pokazati, da je to homomorzem grup, mora za poljubni matriki











ae+ bg af + bh
ce+ dg cf + dh
)︃)︃
=
(ae+ bg)z + af + bh
(ce+ dg)z + cf + dh

























aez + af + bgz + bh
cez + cf + dgz + dh
=
(ae+ bg)z + af + bh
(ce+ dg)z + cf + dh







= id ⇔ az + b
cz + d
= z, za vsak z.
Enakost bo veljala natanko tedaj, ko bo c = 0, b = 0 in a = d. Veljati mora tudi
pogoj ad− bc = 1. Iz tega sledi, da je ad = 1, zato je a = d = ±1. Ugotovili smo, da
sta v jedru tega homomorzma dva elementa, in sicer matriki I in −I. To pomeni,












Pokaºimo ²e, da je h surjektiven. e imamo poljubno izometrijo z ↦→ az+b
cz+d
iz












ima determinanto 1. Ta matrika je v SL(2,R) in se preslika v isto izometrijo. □
Primer 3.20.





, x ∈ R
}︃
. Tak²ne matrike
tvorijo podgrupo v SL(2,R), kajti velja Tx·Ty = Tx+y. Velja, da je h(Tx) = τx.






, r > 0
}︃
in tudi te tvorijo pod-
grupo v SL(2,R), saj velja Lr · Ls = Lrs. Prav tako velja, da je h(Lr) = ρr2 .
(3) Rotacije okoli i so matrike oblike Rθ =
{︃(︃
cos θ − sin θ
sin θ cos θ
)︃
, θ ∈ R
}︃
, in prav
tako tvorijo podgrupo v SL(2,R), saj velja Rθ ·Rϕ = Rθ+ϕ.
Izrek 3.21. Vsako matriko A iz SL(2,R) lahko enoli£no zapi²emo kot produkt
RθLrTx.
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Dokaz. Izra£unajmo produkt RθLrTx.(︃
cos θ − sin θ











r cos θ rx cos θ − 1
r
sin θ










r cos θ = a(1)
r sin θ = c(2)
rx cos θ − 1
r
sin θ = b(3)
rx sin θ +
1
r
cos θ = d(4)
Iz prvih dveh ena£b lahko enoli£no izrazimo r =
√














Tako smo dobili enoli£no dolo£en θ = arccos a√
a2+c2
, θ ∈ [0, π]. Sedaj iz tretje ena£be

















b(a2 + c2) + c
a(a2 + c2)
=
ba2 + bc2 + c
a(a2 + c2)
=








Tako smo dobili enoli£no dolo£en x = ab+cd
a2+c2
. Isti rezultat bi dobili, £e bi x izra£unali
iz £etrte ena£be. □
4. Osnovni izreki hiperboli£ne trigonometrije
V tem poglavju bomo najprej denirali hiperboli£ne trikotnike in si ogledali kako
izgledajo, nato bomo dokazali nekaj osnovnih izrekov hiperboli£ne trigonometrije,
in sicer Pitagorov, sinusni, kosinusni in Gauss-Bonnetov izrek. Slednji je ²e posebej
zanimiv, saj pravi, da je plo²£ina hiperboli£nega trikotnika to£no dolo£ena z vsoto
notranjih kotov. Zaradi tega v hiperboli£ni ravnini ni smiselno govoriti o podobnosti
trikotnikov.
Ve£ informacij o hiperboli£ni trigonometriji lahko najdemo v [8, poglavje 8] in v
[7].
Komentar 4.1. S simbolom H2 bomo ozna£ili H2 ∪ (R× {0} ∪ {∞}).
Denicija 4.2. Pravimo, da to£ka leºi na robu H2, £e leºi v H2\H2.
Komentar 4.3. V nekaterih literaturah je rob hiperboli£ne ravnine ozna£en z ∂H2.
Denicija 4.4. Liku, ki ga dobimo tako, da tri ogli²£a v hiperboli£ni ravnini po-
veºemo s hiperboli£nimi daljicami, re£emo hiperboli£ni trikotnik ali tudi neizrojen
hiperboli£ni trikotnik.
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Denicija 4.5. Hiperboli£nemu trikotniku, ki ima vsa ogli²£a na robu H2, re£emo
izrojen ali idealen hiperboli£ni trikotnik. Tak trikotnik ima za stranice hiperboli£ne
premice.
Komentar 4.6. Posplo²en hiperboli£ni trikotnik je tak hiperboli£ni trikotnik, ki
ima ogli²£a v H2. Daljice med ogli²£i so lahko ve£ razli£nih tipov. e so vsa ogli²£a
v H2, potem so to hiperboli£ne daljice. e so vsa ogli²£a na robu H2, potem jih
povezujejo hiperboli£ne premice. V primeru, ko leºi vsaj eno ogli²£e na robu H2,
vsaj eno pa v hiperboli£ni ravnini, pa imamo ve£ moºnosti. Daljica med to£ko ∞
in poljubno to£ko je navpi£en poltrak od te to£ke navzgor. Daljica med to£ko, ki
leºi na x-osi, ter to£ko, ki leºi nad njo, je kar navpi£na evklidska daljica med tema
to£kama. Daljica med to£ko, ki leºi na x-osi, ter to£ko, ki ne leºi nad njo, pa je odsek
kroºnega loka s sredi²£em na x-osi med tema dvema to£kama.
Komentar 4.7. Koti v hiperboli£ni ravnini so isti kot v evklidski ravnini. Izmerimo
ga tako, da v prese£i²£u hiperboli£nih premic potegnemo tangenti ter izmerimo
evklidski kot med njima. Kot pri ogli²£u, ki leºi na robu H2, je enak 0.
Slika 8. Primeri hiperboli£nih trikotnikov.
Izrek 4.8 (Pitagorov izrek v hiperboli£ni ravnini). Imejmo neizrojen pravokotni
hiperboli£ni trikotnik ABC s pravim kotom pri ogli²£u C. Potem velja
cosh c = cosh a cosh b.
Dokaz. Zgledovali se bomo po dokazu iz [8, poglavje 5.7]. Z Möbiusovo transfor-
macijo hiperboli£ne ravnine lahko doseºemo, da je ogli²£e pravega kota v to£ki i,
stranica b na imaginarni osi, stranica a pa leºi na enotski kroºnici s sredi²£em v
izhodi²£u. Ogli²£e pri α je v to£ki ki za primeren k > 0. Ogli²£e pri β je v to£ki
s + it in leºi na kroºnici s sredi²£em v izhodi²£u ter radijem 1. (Glej sliko 9.) Ker
to£ka s+ it leºi na enotski kroºnici, vemo, da je s2 + t2 = 1. Z uporabo izreka 3.10
izra£unamo












































Slika 9. Pravokotni trikotnik.
Sedaj zmnoºimo cosh a in cosh b ter opazimo, da res dobimo cosh c.
cosh a · cosh b = 1
t






= cosh c □
Trditev 4.9. V pravokotnem neizrojenem hiperboli£nem trikotniku s stranicami













pri £emer je α kot med stranicama b in c.
Dokaz. Idejo dokaza bomo vzeli iz [8, poglavje 8.2]. Tako kot pri dokazu Pitagorovega
izreka hiperboli£ne ravnine, tudi tu uporabimo tak²no Möbiusovo transformacijo
hiperboli£ne ravnine, da dobimo trikotnik iz slike 9. Sredi²£e ve£je kroºnice je v
to£ki x.
(1) Iz dokaza Pitagorovega izreka v hiperboli£ni ravnini vemo, da je cosh a = 1
t
.
S pomo£jo tega izra£unamo, da je
sinh a =
√︁


















Prav tako ºe od prej vemo, da je cosh c = 1+k
2
2tk
























1 + 2k2(2s2 − 1) + k4
2tk
Sedaj ºelimo izra£unati sinα. Opazujemo evklidski trikotnik z ogli²£i (x, 0), (0, 0),
(0, k). Kot pri ogli²£u (x, 0) je enak α, saj je kot pri (0, k) enak π
2
− α, pri (0, 0) pa




−α) = α. Vidimo, da je sinα = k
r
, kjer
je r radij ve£je kroºnice, ki ga trenutno ²e ne poznamo, lahko pa ga zapi²emo na dva
na£ina, in sicer tako, da najprej opazujemo evklidski trikotnik z ogli²£i (x, 0), (0, 0),
(0, k), nato pa ²e evklidski trikotnik z ogli²£i (x, 0), (s, 0), (s, t). Po Pitagorovem
izreku evklidske ravnine je r2 = x2 + k2 in r2 = (s − x)2 + t2. Ena£bi ena£imo in
izrazimo x.
x2 + k2 = (s− x)2 + t2
x2 + k2 = s2 − 2xs+ x2 + t2
























1 + 2k2(2s2 − 1) + k4
2s






1 + 2k2(2s2 − 1) + k4
.







1 + 2k2(2s2 − 1) + k4
= sinα.
(2) Uporabimo dejstvo, da je cosh b = 1+k
2
2k


























Od prej vemo, da je cosh c = 1+k
2
2tk











1 + 2k2(2s2 − 1) + k4
1 + k2
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1 + 2k2(2s2 − 1) + k4
=
k2 − 1√︁








· 1 + k
2√︁
k4 + 2k2(2s2 − 1) + 1
=
k2 − 1√︁
k4 + 2k2(2s2 − 1) + 1
= cosα.
(3) Od prej vemo, da je cosh a = 1
t
in sinh a = s
t





Prav tako od prej vemo, da je cosh b = 1+k
2
2k














Na koncu ²e preverimo, da ena£ba res velja.
tanh a
sinh b
= s · 2k
k2 − 1
= tanα □
Izrek 4.10 (Kosinusni izrek v hiperboli£ni ravnini). V poljubnem neizrojenem tri-
kotniku v hiperboli£ni ravnini s stranicami a, b, c velja
cosh c = cosh a cosh b− sinh a sinh b cos γ,
pri £emer je γ kot med stranicama a in b.
Dokaz. Idejo dokaza bomo vzeli iz [7, poglavje 4.3]. Z Möbiusovo transformacijo
hiperboli£ne ravnine preslikamo hiperboli£ni trikotnik v takega, kot je na sliki 11.
Spomnimo se, da veljata naslednji formuli
cosh(z + w) = cosh z coshw + sinh z sinhw,
sinh(z + w) = sinh z coshw + cosh z sinhw.
Opazujmo hiperboli£ni trikotnik iz slike 11 ter s pomo£jo Pitagorovega izreka hi-
perboli£ne ravnine in trditve 4.9 zapi²imo nekaj formul, ki veljajo za ta hiperboli£ni
trikotnik.
cosh a = coshh cosh b2






Izra£unajmo najprej cosh a cosh b.
cosh a cosh b = coshh cosh b2(cosh b1 cosh b2 + sinh b1 sinh b2)
= coshh cosh b2 cosh b1 cosh b2 + coshh cosh b2 sinh b1 sinh b2
= cosh c cosh2 b2 + cosh a sinh b1 sinh b2
Sedaj izra£unajmo ²e sinh a sinh b cos γ.
sinh a sinh b cos γ = sinh a(sinh b1 cosh b2 + cosh b1 sinh b2)
tanh b2
tanh a





= sinh b1 cosh b2 sinh b2 coshh+ cosh b1 sinh b2 sinh b2 coshh
= cosh a sinh b1 sinh b2 + cosh c sinh
2 b2
Sedaj lahko kon£no preverimo, da formula izreka res velja.
cosh a cosh b− sinh a sinh b cos γ = cosh c cosh2 b2 − cosh c sinh2 b2
= cosh c(cosh2 b2 − sinh2 b2)
= cosh c
Izrek 4.11 (Sinusni izrek v hiperboli£ni ravnini). V poljubnem neizrojenem triko-










Dokaz. Idejo dokaza bomo vzeli iz [7, poglavje 4.3]. Z Möbiusovo transformacijo
hiperboli£ne ravnine preslikamo hiperboli£ni trikotnik v takega, kot je na sliki 11.
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Iz zgornjih dveh ena£b izpostavimo sinhh ter ju ena£imo in dobimo, da je














Vemo, da je β = β1 + β2. Uporabimo trditev 4.9 in ra£unamo
sin β = sin(β1 + β2)


























sinhh(sinh b1 cosh a+ sinh b2 cosh c)
sinh c coshh sinh a
=
sin γ sinh a(sinh b1 cosh a+ sinh b2 cosh c)
sinh c coshh sinh a
.
e dokaºemo, da je
(sinh b1 cosh a+ sinh b2 cosh c)
coshh
= sinh b,
potem bo izrek dokazan, saj bo veljalo
sin β =










sinh b coshh = (sinh b1 cosh b2 + sinh b2 cosh b1) coshh
= sinh b1 cosh b2 coshh+ sinh b2 cosh b1 coshh
= sinh b1 cosh a+ sinh b2 cosh c
Torej smo dokazali sinusni izrek v hiperboli£ni ravnini. □
Denicija 4.12. Naj bo A ⊂ H posplo²eni hiperboli£ni trikotnik. Hiperboli£na












Lema 4.13. Hiperboli£na plo²£ina se ohranja pri izometrijah.
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Dokaz. Dokaz trditve poteka po istem postopku za vse tipe izometrij. Hitro vidimo,
da trditev velja za translacije, raztege in zrcaljenje. Preverimo samo, da velja za














































Opazimo, da inverzija res ohranja plo²£ino. □
Izrek 4.14 (Gauss-Bonnetov izrek). Plo²£ina p, hiperboli£nega trikotnika ABC, je
to£no dolo£ena s koti. Velja naslednja zveza:
p = π − (α + β + γ).
Dokaz. Idejo dokaza bomo vzeli iz [8, poglavje 7]. Najprej si oglejmo primer triko-
tnika ∆, ki ima ogli²£e C v neskon£nosti, ostali dve pa poljubni. Ena stranica naj
leºi na polkroºnici s sredi²£em na x-osi in radijem 1, ostali dve pa naj bosta navpi£na
poltraka. (Glej sliko 12.) Kot pri ogli²£u C je enak 0, ostala dva kota pa ozna£imo
z α in β.
Slika 12.
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= π − (α + β)
Za novo spremenljivko smo vzeli
x = cosφ, φ ∈ [0, π]
dx = − sinφ dφ
Izra£unamo meje integriranja.
b = cosφ ⇔ φ = β
a = cosφ ⇔ φ = π − α, saj cos(π − α) = − cosα = −0− a
1
= a
Sedaj predpostavimo, da nobeno od ogli²£ ni v neskon£nosti. Naj bodo ogli²£a
hiperboli£nega trikotnika A,B in C s pripadajo£imi koti α, β in γ. Po trditvi 3.14
lahko vzamemo tako Möbiusovo transformacijo hiperboli£ne ravnine, ki eno izmed
stranic, na primer stranico AC, slika na pozitivno imaginarno os. Stranica AC torej
leºi na navpi£ni premici. Naj bo δ kot med stranico CB in navpi£no premico pri
ogli²£u B. Vidimo, da lahko konstruiramo dva hiperboli£na trikotnika, vsakega z
Slika 13.
enim ogli²£em v neskon£nosti, ki ga ozna£imo z ∞. Tako dobimo hiperboli£ni triko-
tnik AB∞ in hiperboli£ni trikotnik CB∞. Plo²£ino hiperboli£nega trikotnika lahko
29
torej izra£unamo na naslednji na£in
p(∆) = p(ABC) = p(AB∞)− p(CB∞).
Od prej vemo, da je
p(AB∞) = π − (α + (β + δ))
p(CB∞) = π − ((π − γ) + δ).
Sedaj lahko izra£unamo plo²£ino na²ega hiperboli£nega trikotnika.
p(∆) = π − (α + (β + δ))− π + ((π − γ) + δ)
= −α− β − δ + π − γ + δ
= π − (α + β + γ) □
Posledica 4.15. Neizrojeni hiperboli£ni trikotniki imajo vsoto notranjih kotov vedno
manj²o od π.
Dokaz. Dokaz sledi iz izreka 4.14 in iz denicije neizrojenega hiperboli£nega triko-
tnika. □
Primer 4.16. Na sliki 14 vidimo dva primera izrojenega trikotnika v hiperboli£ni
ravnini. Tak hiperboli£ni trikotnik ima vse notranje kote enake 0, torej ima plo²£ino
enako π. Na sliki 15 sta hiperboli£na trikotnika, ki imata dva kota enaka 0, enega
pa velikosti π
2
. Taka hiperboli£na trikotnika imata torej plo²£ino π
2
.
Slika 14. Idealna hiperboli£na trikotnika s plo²£ino π.

















vertex ogli²£e, to£ka, vozli²£e
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